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Abstract  

The paper investigates the dual space to the space )Y,E(M  and with its help introduces the concept of a 

generalized solution of extremal problems. In the work, a generalized problem is defined, and the continuity of a 

specially constructed functional is proved. Using spaces )Y,E(M
 , the concept of a generalized solution of ex-

tremal problems is introduced, the existence of a minimizing generalized solution of extremal problems is studied. 

Аннотация 

В работе исследуется сопряженное пространство к пространству )Y,E(M  и с его помощью вводится 

понятие обобщенного решения экстремальных задач. В работе определяется обобщенная задача, доказана 

непрерывность специально построенного функционала. В работе используя пространства )Y,E(M
 , вво-

дится понятие обобщенного решения экстремальных задач, изучается существование минимизирующего 

обобщенного решения экстремальных задач.  
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1. Введение. В вариационном исчислении, в теоремах существования решений в  пространстве абсо-

лютно непрерывных функций, выпуклости по производным от подинтегральных функций и в задаче оп-

тимального управления в классе измеримых ограниченных функций важную роль играет условие Филип-

пова. Если эти условия отсутствуют, то используется из обобщенного решения экстремальных задач. Ана-

логично в теории дифференциальных уравнений вводится обобщенное решение в теории оптимального 

управления. В теории оптимального управления обобщенные решения в частном случае были введены Дж. 

Варгой (см. [1]).  

В 1900 г. Д.Гильберт сформировал свою двадцатую проблему следующим образом: «не допускает ли 

решение каждая регулярная вариационная задача … если в случае необходимости самому понятию реше-

ния придать расширенное толкование?»  В настоящее время этой тематике посвящены многие интересные 

работы.  

В работах [2-5] автора было введено пространство )E,(M )(  , был изучен ряд его свойств, и с помо-

щью его было введено понятие обобщенного решения экстремальных задач. В частности, отсюда следует 

определение обобщенного решения для задачи оптимального управления, которая была введена Дж. Вар-

гой. В статьях [4] и [5] рассматриваются пространства )E,(M )(   и )E,(SM )(   и изучен ряд их свойств. 

В данной работе используя пространство )E,(M )(  ,  изучаются обобщенные решения экстремальных 

задач. Работа является продолжением работы [4] и [5].   

Работа состоит из четырех пунктов. В пункте 1 дано краткое изложение работы. В пункте 2 дано 

определение пространства )Y,E(M )(  и без доказательства рассмотрен ряд его свойств. В пункте 3 изу-

чаются обобщенные решения экстремальных задач и изучена непрерывность обобщенного функционала. 

В пункте 4 изучаются обобщенные решения вариационных задач.   

2. Пространство )Y,E(M )(   и его свойства 

Пусть ),,T(  - пространство с положительной конечной мерой, ),,T(    его лебеговское расши-

рение, X  и Y  сеперабельные банаховы пространства. Через )X(B  и )Y(B   (или  )X(B  и  )Y(B ) 

обозначим множество всех борелевских подмножеств X  и Y  соответственно. Через )R(B  обозначим 

множество всех борелевских подмножеств R . Отображение XT:g   называется  -измеримое, если 

 )A(g 1
 при )X(BA . Таким образом отображение g  является  -измеримое тогда и только тогда, 
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когда оно 
  измеримо. Функция RT:   называется  -измеримой, если 

  )A(1
 при )R(BA . 

Обозначим через )X,,,T(Lp   (или через )X,T(Lp )  множество всех (эквивалентных классов)  таких  -

измеримых отображений  XT:u  , что  
T

p
d)t(u ,  p1 (см.[1, c.96] ) и [6, лемму 3.6.9]). 

Пусть ),,T(  - пространство с положительной конечной мерой, iX  и Y  сеперабельные банаховы 

пространства при  1s,s,,1i   , ),,,( 1ss1   , где  i1  при s,,1i  , s  натуральное 

число,  1s , 1s1 XXX   . Ясно, что 
1ss1 XXXX 

    является нормой в простран-

стве  X .  Далее везде интеграл понимается в смысле Бохнера (см. [1]).  

Положим  )X,T(L)X,T(L)X,T(L)X,T(L 1ss1)( s1    . Обозначим через  
i

  нормы в  

)X,T(L ii
 при  1s,s,,1i   . Ясно, что 




s1)(
  является нормой в пространстве  

)X,T(L )( .   

Если YXT:f    )X(B
-измеримая функция, т.е. измерима относительно    алгебры порож-

денной в  XT  произведением множества из    и борелевского множества в X . Это предположение , 

в частности, обеспечивает измеримость функции ))t(u,t(ft   на T  для всех  -измеримых отображе-

ний )(u   из  T  в X . Пусть  )X,T(LE )(   непустое множество.  

Рассмотрим пространство  )Y,E,(M )(  ,  которое изучено в [4]. В работе используемые утверждения 

даны без доказательства, которые имеются в [4]. 

Пусть )X,T(LE )(   непустое множество, ],0[XT:    )X(B
-измеримая функция, т.е. 

измерима относительно    алгебры порожденной в  XT  произведением множества из  
  и борелев-

ского множества в  X . Положим 

 
T

}d))t(u,t(:Eu{)E,(S . 

Если  ))t(u,t(f))t(u,t(f 21   п.в. Tt  при любом )E,(Su  , то будем говорить, что  )X(B - из-

меримые (или ))Y(B),X(B(   измеримые) отображения 1f  и 2f  из  XT   в Y  эквивалентны относи-

тельно )E,( . Если  ))t(u,t(f))t(u,t(f 21   п.в. Tt  при любом  )E,(Su  , то 

))t(u,t(f))t(u,t(f 21    п.в. Tt  при любом )E,(Su  . Поэтому 

  d))t(u,t(fd))t(u,t(f
T

2
T

1
   и     d))t(u,t(fd))t(u,t(f

T
2

T
1

. 

при любом )E,(Su  . Кроме того, если  ))t(u,t(f))t(u,t(f 21   п.в. Tt  при любом )E,(Su  , то 

0d))t(u,t(f))t(u,t(fsupd))t(u,t(f))t(u,t(f
T

21
)E,(SuT

21  


. 

Обозначим через  A  множество всех эквивалентных относительно  )E,(  классов  )X(B -изме-

римых отображений  YXT:f  . Через  )Y,E,(M )( 
 обозначим множество тех  f  из A  которые удо-

влетворяют условию: 

)x,t(cx)t(bxc)t(a)x,t(f
p

1s

s

1i
i

i  



  

при Tt , 1ss11ss1 XXXX)x,x,,x(x      и  0)t(d:)T(L)(d{)T(L)(b),(a 11    

}Ttпри  , 1p   и  0c  .  

Легко проверяется, что  )Y,E,(M )( 
 линейное пространство. 

Предположим, что   )E,(S  и для каждого  Nk  для которого   




}ku:)E,(Su{B
)(k , то  

 TBu

d))t(u,t(sup
k

. Ясно, что  

 
 TBu

k d))t(u,t(fsup)f(P
k

,  Nk  ( )Bk   

является счетным разделяющим семейством полунорм на пространстве )Y,E,(M )( 
 (т.е. для каждого 

)Y,E,(Mf )(  
, ,0f   найдется хотя бы одна полунорма  kP , для которой  0)f(Pk  ).  Поэтому по 

теореме 1.37[7, c.35] семейство }P{ k  индицирует локально выпуклую топологию   со счетной локальной 
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базой на этом пространстве. Далее, через  )Y,E,(M )( 
 обозначим локально выпуклое пространство, по-

рожденное семейством полунорм }P{ k . Из теоремы 1.24[7, c.25] следует, что топология   метризуема.  

Если  )X,T(LE )( , то вместо  )Y,E,(M )( 
 будем писать  )Y,(M )( 

. Если  )X,T(LE )(  и   

0 , то вместо  )Y,E,(M )( 
 будем писать  )Y,E(M )(

. Если  )X,T(LE )(  и  0 , то вместо   

)Y,E,(M )( 
 будем писать  )Y(M )(

. Если  ,  где 1 ,  скаляр, то вместо  )Y,E,(M )( 
 будем пи-

сать )Y,E,(M  . 

Через  )Y,E,(M )( 
  обозначим пространство, сопряженное к  )Y,E,(M )( 

 и везде считаем, что 

)Y,E,(M )( 
  снабжено  ))Y,E,(M),Y,E,(M( )()(  


   топологией.  

Если  )Y,T(L)( 
 , то положим )))t(u,t(f)(t())t(u,t(f),t(     при  Tt .  

Легко проверяется, что  (см.[4])  функционал   
T

),u( d))t(u,t(f),t()f(   для любого )E,(Su   

и  )Y,T(L)( 
  является линейным непрерывным функционалом на пространстве  )Y,E,(M )( 

. 

Положим    
T

)( )}E,(Suпри0d))t(u,t(f:)Y,E,(Mf{H ,  

}Hfпри0)f(:)Y,E,(M{H )(  



. 

Ясно, что  Hcl  является подпространством в  )Y),E,(S(SM )( 
(см. [5]). 

Лемма 2.1. Справедливо следующее соотношение: 

)}Y,T(L)(),E,(Su:{Lin)Y,E,(M ),u()(




  , 

}Yy),E,(Su:{LinH
)y,u(

   , 

где через SLin  обозначена линейная оболочка множества S . 

Лемма 2.2. Функционал   
T

),u( d))t(u,t(f),t()f(  для любого )E,(Su   и  )Y,T(L)( 
  

является линейным непрерывным функционалом на пространстве  )Y,E,(M )( 
, т.е. )Y,E,(M )(),u(  



. 

Отметим, что 0)f()0,u(    при  )Y,E,(Mf )(  
 и  )E,(Su  . Поэтому в дальнейшем все линейные 

функционалы вида 
)0,u(  при )E,(Su   и нулевой функционал будем отождествлять. 

Лемма 2.3. Если  Nk  и  kB , kBQ    и  }1)(:)Y,T(L)({V
)Y,T(L
 




 ,  

}1)f(P:)Y,E,(Mf{ k)(k  
  и  }V,Qu:{D ),u(  

, то     

}fпри1)f(:)Y,E,(M{D k)(
0
k  

  

и D  относительно компактно в  )Y,E,(M )( 
 , где через  0

k  обозначена поляра множества  k  (см. [7, 

c.81]). 

Рассмотрим пространство  )E,(M )( 
 которое изучено в [4]. 

Если RY  , то пространство )R,E,(M )(   обозначим через  )E,(M )( 
. Через )E,(M )( 

  обозна-

чим пространство, сопряженное к )E,(M )( 
 и везде считаем, что )E,(M )( 

  снабжено 

))E,(M),E,(M( )()(  

  топологией. Легко проверяется, что   

T
),u( d))t(u,t(f)t()f(  для любого 

)E,(Su   и  )T(L)(   является линейным непрерывным функционалом на пространстве  )E,(M )( 
, 

где )R,T(L)T(L   . Для простоты 
)1,u(  обозначим через  u . 

Отметим, что 0)f()0,u(    при  )E,(Mf )(  
  и   

T
)1,u( d))t(u,t(f)f( . 

Пусть последовательность  
iu сходится к   в )E,(M )( 

 , где )E,(Su i   и )E,(Mf )(  
. Так как  

)E,(Mf)t(e )(  
   при )T(L)(e   и, то  )f)t(e(

iu )f)t(e(dt))t(u,t(f)t(e
T

i   при i . Отсюда сле-

дует, что ))}t(u,t(f{ i  секвенциательно слабо фундаментальны в )T(L1 . Так как )T(L1  секвенциательно 

слабо полно, поэтому ))}t(u,t(f{ i  равностепенно интегрируемы.  
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 Пусть 
nRX   и последовательность  

iu сходится к   в )E,(M 


, где )E,(Su i  , 1 . Так 

как  )E,(Mx),t(e  
   при )T(L)(e n

 ,  , то  

 )x),t(e(
iu )x),t(e(dt)t(u),t(e

T
i    при  i . 

 Отсюда следует, что )}t(u{ i  секвенциательно слабо фундаментальны в )T(Ln


. Поэтому существует 

функция )T(L)(u n
  такая, что )}t(u{ i  сходится к )(u   в топологии ))T(L),T(L( nn

 . 

Положим )}E,(Suпри0d))t(u,t(f:)E,(Mf{H
T

)(  
. Аннулятор  

H  определяется следу-

ющим образом: }Hfпри0)f(:)E,(M{H )(  



. Отметим, что 

H  замкнутое множество. Ясно, 

что Hcl  является подпространством в  ))E,(S(SM )( 
. 

Лемма 2.4. Справедливы следующие соотношения: 

}R),E,(Su:{LinH ),u(  


, 

)}T(L)(),E,(Su:{Lin)E,(M ),u()( 

  . 

Лемма 2.5. Если 
sRT   ограниченное измеримое множество и из }1,0{)t(i  , 




m

1i
i 1)t(  и 

)E,(Su i   при m,,1i   следует, что )E,(S)t(u)t(
m

1i
ii 



, где  )t(i  измеримые функции, m  нату-

ральное число, то  )}E,(Su:{cl)}E,(Su:{co uu  . 

Положим  RXT:f/)E,(Mf{)E,(K )()(   каратеодориевская функция}. Отметим, что 

)E,(Kf,f )(21  
 эквивалентно тогда и только тогда, когда ))t(u,t(f))t(u,t(f 21   при )E,(Su  . 

Через )E,(K )( 
  обозначим пространство, сопряженное к )E,(K )( 

 и везде считаем, что )E,(K )( 


снабжено ))E,(K),E,(K( )()(  

  топологией. Легко проверяется, что   

T
),u( d))t(u,t(f)t()f(  для 

любого )E,(Su   и  )T(L)(   является линейным непрерывным функционалом на пространстве  

)E,(K )( 
. Для простоты 

)1,u(  обозначим через  u . 

Лемма 2.6. Если Nk  и  kB , kBQ    и  }1)f(P:)E,(Kf{ k)(k  
  и  }Qu:{D u  , 

то  }fпри1)f(:)E,(K{D k)(
0
k  

  и D  относительно компактно в  )E,(K )( 
 . 

Рассмотрим пространство  )Y(K )(
,  которое изучено в [4]. В работе используемые утверждения даны 

без доказательства, которые имеются в [4]. 

Обозначим через A
~

 множество всех каратеодориевских отображений из XT  в Y . Через  )Y(K )(
  

обозначим множество тех  f  из  A
~

, которые удовлетворяют условию: 

p

1s

s

1i
i x)t(bxc)t(a)x,t(f i





   

при  1ss11ss1 XXXX)x,x,,x(x      и  }Ttпри0)t(d:)T(L)(d{)T(L)(b),(a 11   ,  

1p   и  0c  .  

Положим }ku:)X,T(Lu{B
)()(k 

 . Ясно, что )Y(K )(
 линейное пространство и  

 
 TBu

k d))t(u,t(fsup)f(P
k

,   Nk  

является счетным разделяющим семейством полунорм на этом пространстве (т.е. для каждого )Y(Kf )( ,

,0f   найдется хотя бы одна полунорма  kP ,  для которой  0)f(Pk  ),  поэтому по теореме 1.37[7, с.35]  

семейство }P{ k  индицирует локально выпуклую топологию    со счетной локальной базой. Далее через  

)Y(K )(
 обозначим локально выпуклое пространство, порожденное семейством полунорм  }P{ k . Из тео-

ремы 1.24[7, с.25] следует, что топология    метризуема. 
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Легко проверяется, что функционал   
T

),u( d))t(u,t(f),t()f(  для любого )X,T(Lu )(  и 

)Y,T(L)( 
  является линейным непрерывным функционалом на пространстве )Y(K )(

, т.е. 

)Y(K )(),u(

  . 

Через )Y(K )(

  обозначим пространство, сопряженное к  )Y(K )(

  и везде считаем, что )Y(K )(

  снаб-

жено ))Y(K),Y(K( )()( 

  топологией. Из теоремы 3.10[7] следует, что )Y(K )(



 локально выпуклое отде-

лимое пространство. 

Лемма 2.7. Если Nk  и  kB , kBQ    и  }1)(:)Y,T(L)({V
)Y,T(L
 




 , 

}1)f(P:)Y(Kf{ k)(k  
  и  }V,Qu:{D ),u(  

, то  }fпри1)f(:)Y(K{D k)(
0
k  

  

и D  относительно компактно в  )Y(K )(

 . 

Положим  )}X,T(L)(uпри0d))t(u,t(f:)Y(Kf{H )(
T

)(    , 

}Hfпри0)f(:)Y(K{H )(  



. 

Ясно, что Hcl  является подпространством в )Y(SK )(
. 

Лемма 2.8. Справедливы следующие соотношения: 

}Yy),X,T(Lu:{LinH )()y,u(




   , 

)}Y,T(L)(),X,T(Lu:{Lin)Y(K )(),u()(




  . 

Лемма 2.9. Если  RXT:f   )X(B -измеримая функция, для почти всех Tt  функция ),t(f   

пн.сн. на X  и  существуют }Ttпри0)t(d:)T(L)(d{)T(L)(b),(a 11   , 1p   и  0c   такие, что  

)x,t(fx)t(bxc)t(a
p

1s

s

1i
i

i  



   при 1ss11ss1 XXXX)x,x,,x(x    , то  

 
T

d))t(u,t(fu  полунепрерывное снизу отображение из  )X,T(L )(
 в  R . 

Доказательство. Определим неотрицательный интегрант  )x,t(g  соотношением 

p

1s

s

1i
i x)t(bxc)t(a)x,t(f)x,t(g i





   

при Xx  и Tt . Возьмем любую последовательность ku , сходящуюся к u  в )X,T(L )(
. По лемме Фату 

[6, c.170], если ),,T(  - пространство с положительной мерой, }{ k  последовательность неотрицатель-

ных измеримых, но не обязательно интегрируемых функций, то   


T

k

k
T

k

k
d)t(inflimd)t(inflim . При-

меняя лемму Фату, получим, что 

 


T

k

k
T

k

k
d))t(u,t(ginflimd))t(u,t(ginflim . 

По условию почти для всех Tt  функция  ),t(f   пн.сн. на X , то почти для всех Tt  функция ),t(g   

пн.сн. на X . Поэтому ))t(u,t(g))t(u,t(ginflim k
k




 почти для всех Tt  и  

 


TT

k

k
d))t(u,t(gd))t(u,t(ginflim .  Так как  

    










d)u)t(b)t(uc)t(a(d)u)t(b)t(uc)t(a(lim

T

p

1s

s

1i
i

T

p
k

1s

s

1i

k
i

k

ii

, 

то 

.d)u)t(b)t(uc)t(a(d))t(u,t(finflim

d)u)t(b)t(uc)t(a(limd))t(u,t(finflimd))t(u,t(ginflim

T

p

1s

s

1i
i

T

k

k

T

p
k

1s

s

1i

k

i
kT

k

kT

k

k

i

i

  

   















 

Отсюда следует, что 
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.d)u)t(b)t(uc)t(a(d))t(u,t(f

d)u)t(b)t(uc)t(a(d))t(u,t(finflim

T

p

1s

s

1i
i

T

T

p

1s

s

1i
i

T

k

k

i

i





 

 













 

Поэтому   .d))t(u,t(fd))t(u,t(finflim
TT

k

k
 


 Лемма доказана. 

Следствие 2.1. Если  )R(Kf )( , то отображение  
T

d))t(u,t(fu   непрерывно как отображение из  

)X,T(L )(  в  R . 

Если  R , где 1 , то пространство )Y,E(K )(  обозначим через  )Y,E(K . 

Замечание 2.1. Пусть )X,T(LE )(   непустое множество, ],0[XT:    )X(B -измери-

мая функция. Положим 

 
T

}d))t(u,t(:Eu{)E,(S . 

Обозначим через  A  множество всех эквивалентных относительно  )E,(  классов  )X(B -изме-

римых отображений  YXT:f  . Через  )Y,E,(M
~

)(   обозначим множество тех  f  из A  которые 

удовлетворяют условию:  )x,t(c)t(a)x,t(f    при Tt , Xx   и  )T(L)(a 1
  и  0c  .  

Легко проверяется, что  )Y,E,(M
~

)(   линейное пространство. Предположим, что   )E,(S  и для 

каждого  Nk  для которого  


}ku:)E,(Su{B
)(k ,  то  

 TBu

d))t(u,t(sup
k

. Ясно, что  

 
 TBu

k d))t(u,t(fsup)f(P
k

,  Nk  ( )Bk   

является счетным разделяющим семейством полунорм на пространстве )Y,E,(M
~

)(  . Поэтому по теореме 

1.37[7, c.35] семейство }P{ k  индицирует локально выпуклую топологию   со счетной локальной базой на 

этом пространстве. Через  )Y,E,(M
~

)(   обозначим локально выпуклое пространство, порожденное семей-

ством полунорм }P{ k . 

Замечание 2.2. Пусть ),,T(  - пространство с положительной конечной мерой, iX  и Y  сепера-

бельные банаховы пространства при 1s,s,,1i   , ),,,( 1ss1   , где  i1  при s,,1i  , 

 1s , 1s1 XXX   , 1s1 DDD   , где ii XD   борелевское множество при 1s,s,,1i   . 

Обозначим через A
~

 множество всех каратеодориевских функций из DT  в Y .  

Через )Y,D(K )(
 обозначим множество тех  f  из  A

~
, которые удовлетворяют условию: 

p

1s

s

1i
i x)t(bxc)t(a)x,t(f i





   

при Tt , 1ss11ss1 DDDD)x,x,,x(x     и  }Ttпри0)t(d:)T(L)(d{)T(L)(b),(a 11   , 

1p   и  0c  . Положим  }D)t(u:)X,T(L)(u{)D,T(L )n(
)(

)n(
)(   . 

Положим 
 }ku:)D,T(Lu{)D(B

)()(k . )Y,D(K )(
 линейное пространство и  

 
 T)D(Bu

k d))t(u,t(fsup)f(P
k

,  Nk  ( )D(Bk ) 

является счетным разделяющим семейством полунорм на этом пространстве (т.е. для каждого 

,0f,A
~

f   найдется хотя бы одна полунорма  kP ,  для который  0)f(Pk  ).  Поэтому по теореме 1.37[7, 

с.35] семейство }P{ k  индицирует локально выпуклую топологию   со счетной локальной базой на этом 

пространстве. 

Положим  }kx:Dx{)D(B
Xk . Ясно, что  )Y,D(K )(

 линейное пространство и  

 
T )D(Bx

k d)x,t(fsup)f(P
k

,  Nk  ( )D(Bk ) 

является счетным разделяющим семейством полунорм на этом пространстве (т.е. для каждого 

,0f,A
~

f   найдется хотя бы одна полунорма  kP , для который  0)f(Pk  ).  Поэтому по теореме 1.37[7, 



Annali d’Italia №45/2023 37 

 

с.35] семейство }P{ k
 индицирует локально выпуклую топологию   со счетной локальной базой на про-

странстве )Y,D(K )(
. 

Пусть  RDT:  каратеодориевская функция. Через  )Y,D,(K )( 
 обозначим множество тех  f  

из A
~

, которые удовлетворяют условию: 

)x,t(cx)t(bxc)t(a)x,t(f
p

1s

s

1i
i

i  



  

при  1ss11ss1 DDDD)x,x,,x(x     и  }Ttпри0)t(d:)T(L)(d{)T(L)(b),(a 11   ,  

1p   и 0c  . Тогда положив  )D,T(LE )n(
)(  и   

T

)n(
)( }d))t(u,t(:)D,T(Lu{)E,(S  аналогично 

можно ввести топологию в  )Y,D,(K )( 
. 

3. Об обобщенных решениях задачи оптимизации 

Пусть ),,T(  - пространство с положительной конечной мерой, X  и Z  сеперабельные банаховы 

пространства,  R)XZ(T:f    )XZ(B  -измеримая функция, т.е. измерима относительно    ал-

гебры порожденной в  )XZ(T    произведением множества из  
  и борелевского множества в XZ .  

Из теоремы 1.4.47[1] следует, что )X(B)Z(B)XZ(B  . 

Пусть )X,T(LE0   и )Z,T(LE:A 0    оператор, где  1 , 1 .  

Рассмотрим задачу  

                                      infd))t(u),t(Au,t(f 0Eu

T

 


                                                         (3.1) 

Пусть точка 00 Eu   такая, что  
T

00 d))t(u),t(Au,t(f  и обозначим  

}d))t(u),t(Au,t(fd))t(u),t(Au,t(f:Eu{E
T

00
T

0   , 

где 0 , либо положим }d))t(u),t(Au,t(f:Eu{E
T

0   . Замыкание множества  }Eu:Au{    

в )Z,T(L
 обозначим через  H  и  пусть существует  )X(B -измеримая функция ],0[XT:    

такая, что интеграл   
T

d))t(u,t(  существует и конечен при Eu . Предположим, что E  и для каж-

дого Nk  для которого  


}ku:Eu{Bk
 выполняется неравенство    

 TBu

d))t(u,t(sup
k

.  

Кроме того, для каждого Hz  найдутся  }0)t(d:)T(L)(d{)T(L)t(b),(a 11zz   , 1p   и  0c z   та-

кие, что 

)x,t(cxc)t(a)x),t(z,t(f zzz 


 ,    если  1 , 

)x,t(cx)t(b)t(a)x),t(z,t(f z

p

zz  ,    если    

при Tt , Xx . Например, можно считать, что 

))x,t(xz(c)t(a)x,z,t(f 


,        если  1 , 1 , 

))x,t(x(cz)t(b)t(a)x,z,t(f
p




,   если  1 ,  , 

))x,t(c)xz)(t(b)t(a)x,z,t(f
pp

 ,   если   ,   

при Tt , Xx , Zz , где 1p  , )T(L)(a 1
 , )T(L)(b 1

  и 0c  . 

Замыкание множества  }Eu:)E,(M)Z,T(L),Au{( u  
   в  )E,(M)Z,T(L  

  обозначим че-

рез  1Q , а замыкание множества  }Eu:)E,(K)Z,T(L),Au{( u  
   в  )E,(K)Z,T(L  

  обозначим 

через  2Q . 

Рассмотрим задачу  

                                             inf))x),t(z,t(f 1Q),z(
 


                                                      (3.2) 

а если )E,(K)),t(z,t(f    для любого Hz , то рассмотрим задачу  

                                             inf))x),t(z,t(f 2Q),z(
 


                                                      (3.3) 

Задачу (3.2) (соответственно (3.3)) назовем обобщенной задачей для задачи (3.1).     
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Если  )Z,T(LE:A 0   такой, что из )T(Lвuu,Eu n.cл
ss   следует, что uAAu s   в  )T(Lm

 , 

то положив }),T(Lвuu,Eu:)E,(K{)u(D
su

n.cл
ss  


 задачу (3.3) можно написать в та-

ком виде 
)u(DEclu

infinf


))x),t(Au,t(f , где Ecl  слабо замыкание множество E  в )T(Ln


. 

 Замечание 3.1. Если 
RT  ограниченное измеримое множество и из   }1,0{)t(i  , 




m

1i
i 1)t(   и  

Eu i   при m,,1i   следует, что E)t(u)t(
m

1i
ii 



, где  )t(i  измеримые функции, m  натуральное число 

и Eu , то из следствий 9.1.1 и 9.1.2[9]   имеем, что 

)u(D}Eu,uu,1,0:)E,(K{)u(D
~

ii

k

1i
i

k

1i
iiu

k

1i
i i

 







. 

Аналогично [2] или [3] исследуется связь между задачами (3.1) и (3.2) (или (3.1) и (3.3)) и доказываем 

теоремы существования решения для задачи (3.2) (или для задачи (3.3)). 

Обозначим  ))x),t(z,t(f),z(g  . Отметим, что E)E,(S  . 

Замыкание }Eu:{ u   в топологии )E,(M 


 обозначим через 1N , замыкание }Eu:{ u   в  

)E,(K 


 обозначим через 
1N . Если E  ограниченное множество и )E,(K   замкнутое под-про-

странство в )E,(M  , то из теоремы Хана-Банаха в нормированном пространстве (см. [ 8, c.208]) и из 

определения )E,(M 


 и )E,(K 


 непосредственно следует, что )E,(K)E,(M  





.  

Предложение 3.1. Если  )T(L)(f 1  и  1N , то 
T

dt)t(f)f( . 

Доказательство. Если  0 , то положим }f)(:)E,(M{)(U  
 . Так как    является 

предельной точкой множества }Eu:{ u  , то для любого 0 ,   )(U}Eu:{ u  . 

Поэтому для любого 0 , существует функция Eu  такая, что  f)( u
, или  fdt)t(f

T

. 

Отсюда следует, что   
T

dt)t(ff . Предложение доказано. 

Лемма 3.1. Если  RZT:f1   каратеодориевская функция и найдутся  )T(L)(a 11
  и  0c   такие, 

что 


 zc)t(a)z,t(f 11  при Zz , )E,(Mf2    ( )E,(Kf2   ), где 1 , 1 ,

)u,x(f)z,t(f)x,z,t(f 21  , то функционал ),z(g   непрерывен в 
1N)Z,T(L 
(

1N)Z,T(L 
). 

Доказательство. Пусть 
1N)Z,T(L),z(  

 и 0 . По следствию 2.1 для 0  существует 01   

такое, что 2
T

1
T

1 dt))t(z,t(fdt))t(z,t(f    при 1L
)(z)(z 



. Возьмем },{min
21
 . 

Используя предложения 3.1 имеем, что  

 )u,x(f)())t(z,t(f))t(z,t(f)x),t(z,t(f)x),t(z,t(f 211
 

 
 2
T

1
T

1 dt))t(z,t(fdt))t(z,t(f  

при  }f)(,)(z)(z:),z{(),z(
22L




. Лемма доказана. 

Рассмотрим другой вариант леммы 3.1. 

Лемма 3.2. Если  RZT:f1  каратеодориевская функция и найдутся  )T(L)(a 11
  и  0c   такие, 

что 


 zc)t(a)z,t(f 11  при Zz , )E,(Mf2   , )u,x(f)z,t(f)x,z,t(f 21  , где 1 , 1 , и  

последовательность 
1ii N)Z,T(L)},z{(  
  сходится к ),z(   в )E,(M)Z,T(L  

 , то 

)x),t(z,t(f)x),t(z,t(f ii  , 

т.е. функционал ),z(g   секвенциально непрерывен в 
1N)Z,T(L 

. 

Доказательство. Если последовательность 1ii N)Z,T(L)},z{(     сходится к ),z(   в 

)E,(M)Z,T(L  
 , то ясно, что  
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)).x,t(fdt))t(z,t(flim))x,t(fdt))t(z,t(f(lim)x),t(z,t(flim 2
T

i1
i

2i
T

i1
i

ii
i

 


 

Используя следствие 2.1 имеем, что 

dt))t(z,t(fdt))t(z,t(flim
T

1
T

i1
i

 


. 

Поэтому 

).x),t(z,t(f))x,t(fdt))t(z,t(f)x,t(fdt))t(z,t(flim)x),t(z,t(flim 2
T

12
T

i1
i

ii
i

 


 

Лемма доказана. 

Обозначим )R,T(L)T(L mm
  , )R,T(L)T(L nn

  . 

Лемма 3.3. Пусть функция RR:),t( n   непрерывна в ),t(dom   почти для всех Tt , 

RRT: n   удовлетворяют вышесказанным условиям,  R)RR(T:f nm   каратеодориевская 

функция и  

))x,t(xz(c)t(a)x,z,t(f 


,              если 1 , 1 , 

))x,t(x(cz)t(b)t(a)x,z,t(f
p




,  1p  , если  1 ,   

при Tt , 
nRx , 

mRz ,  где 1p  , )T(L)(a 1
 , )T(L)(b 1

  и 0c  . 

Тогда, если последовательность 1
m

ui N)T(L)},z{(
i

   сходится к ),z(   в )E,(K)T(Lm  
 , где 

Е)T(L)u,z( m
ii    при ,2,1i  , то )x),t(z,t(f)x),t(z,t(f iu i

 . 

Доказательство. Пусть 1 , 1  и 1
m

ui N)T(L)},z{(
i

    сходится к ),z(   в 

)E,(K)T(Lm  
 . Так как  

)),x),t(z,t(f)x),t(z,t(f(lim))x),t(z,t(f)x),t(z,t(f

)x),t(z,t(f)x),t(z,t(f(lim))x),t(z,t(f)x),t(z,t(f(lim

iii

iii

uiu
i

u

uiu
i

iu
i







  

 то достаточно доказать, что 



T

i
i

T
ii

i
dt))t(u),t(z,t(flimdt))t(u),t(z,t(flim . Ясно, что   

   

))t(u)t(u2)t(z)t(z(c))t(u,t(c2)t(a2)t(q)t(h))t(u),t(z,t(f))t(u),t(z,t(f iiiiiiiii 


. 

По условию )T(L}z{ m
i    сходится к z  в )T(Lm

 , то из теоремы 1.34 [7, с.34] и теоремы 1.5.13 [1, 

с.145],  а также из [9, с.290] следуют, что  )t(zi
 и 


)t(zi  равностепенно интегрируемы.  Так как  

)E,(K)t(e     при )T(L)(e  , то  )u,t()t(edt))t(u,t()t(e
T

i   при i . Отсюда следует, что 

))}t(u,t({ i  секвенциательно слабо фундаментальны в )T(L1 . Так как )T(L1  секвенциательно слабо 

полно [10, с.44], поэтому ))}t(u,t({ i  равностепенно интегрируемы.  

Так как )E,(K  


 и  )E,(K  

 аналогично получим, что 


)t(u i  и )t(u i
  также  равносте-

пенно интегрируемы. Отсюда следует, что )}t(q{ i  и поэтому )}t(h{ i  равностепенно интегрируемы. Приме-

няя теорему [11, с.31], получим, что для любого 0  существует такое 0k  , что 


2
1

}k)t(q:Tt{
i dt)t(h

i

. Не 

умаляя общности можно считать, что iz  сходится к  z  почти всюду. По теореме 1.2.15[1] для почти всех  

Tt  имеем )x),t(z,t(f)x),t(z,t(flim i
i




 равномерно для }kx:x{  .  Так как 

}k)t(q:Tt{}k)t(u:Tt{ ii  , то отсюда получим, что )t(h i  сходится к нулю почти всех 

}k)t(q:Tt{Tt i
i
k  . Положив  












i
k

i
kk

i
Tt:0

Tt:1
)t(E   имеем, что )t(E)t(h k

ii
 сходится к нулю почти всех 

Tt  и )t(E)t(h k
ii

 равностепенно интегрируемое семейство. Поэтому )t(E)t(h k
ii

 слабо сходится к нулю. 

Тогда получим, что dt)t(hdt)t(E)t(h
i
kT

i
k
i

T
i    сходится к нулю, т.е. для любого 0  существует такое 

0i0  , что  2
1

T
i dt)t(h

i
k

 при 0ii  . Так как )t(h i
 равностепенно интегрируемое семейство, то 
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0dt)t(h
i
kT\T

i  , т.е. для любого 0  существует такое  0i1  , что  2
1

T\T

i dt)t(h
i
k

 при 
1ii  . Получим, что

 dt)t(h
T

i
 для любого }i,imax{i 10 , т.е. )x),t(z,t(f)x),t(z,t(f iu i

 . 

Аналогично проверяется случай   . Лемма доказана. 

Лемма 3.4. Если  )T(LE n
   ограниченное множесво и )E,(K   сеперабельно, то при условии 

леммы 3.3 функционал ),z(g   непрерывен и секвенциально непрерывен в 2Q . 

Доказательство. Так как )T(LE n
   ограниченное множесво, то существует такое натуральное 

число  k , что  ku
)T(Ln 


 при Eu . Положим }1)f(P:f{ kk  . Ясно, что  0

ku }Eu:{    и по 

теореме 3.16[7] 0
k   метризуемы относительно ))E,(K),E,(K(  




 топологией. Так как 
0
k

m
2 )T(LQ     

и  в 2Q  топология совпадает с индуцированной из 
0
k

m )T(L   топологией, то 2Q  метризуемы. Эту мет-

рики обозначим через  .  Пусть ),z( ss   любая последовательность в 2Q  и ),z( ss   сходится к  ),z(  . 

Покажем, что ),z(g),z(g ss  . По условию множество  }Eu:)E,(K)T(L),Au{( m
u  

  плотно в 2Q , 

поэтому для ),z( ss    существует такое  }Eu:)E,(K)T(L),Au{( m
us s

 
 , что   

s
1

usss )),Au(),,z((
s

    и   
s
1

usss ),Au(g),z(g
s
 . Так как  

)),Au(),,z(()),z(),,z(()),Au(),,z((
ss usssssus   при 2Q),z(  , то  ),Au(

sus   сходится к ),z(  . 

По лемме 3.3  получим, что ),Au(g
sus   сходится к ),z(g  , поэтому из соотношения 

s
1

ussss
1

us ),Au(g),z(g),Au(g
ss
  следует, что ),z(g

sus   сходится к ),z(g  , т.е. функционал 

),z(g   непрерывен в  2Q . Лемма доказана. 

Замечание 3.2. Пусть функция RR:),t( n   непрерывна в ),t(dom   почти для всех Tt , 

RRT: n   удовлетворяют выше сказанным условиям, R),t(domRT:f m   каратеодориевская 

функция. Ясно, что }ku:u{}kuu2)t(z)t(z(c)u,t(c2)t(a2{ i 


. Так как ),t(dom   

почти для всех Tt  замкнуто, то используя из теоремы продолжения типа Уитни (см.[12, c.205]) имеем, 

что если условие  R)RR(T:f nm   каратеодориевская функция, заменить условием для почти всех 

Tt  функция ),,t(f   на ),t(domRm   непрерывна, то лемма 3.4 остается также справедливой. 

Лемма 3.5. Пусть ),,T(  - пространство с положительной конечной полной мерой, 

)x()x,z,t(f)x,z,t(f U1  , где U  компактное множество в X , 









Ux:

Ux:0
)x(U

,  функция 

)x,z,t(ft 1  измерима в T , функция )x,z,t(f)x,z( 1  непрерывна в  UZ  для почти всех Tt , суще-

ствует суммируемая функция )t(a  такая, что  )t(a)x,z,t(f   при UZT)x,z,t(  . Тогда, если 

)x,t()x,t( UT ,  )Z,T(Lzi  , )}E,(Su:{cl ui    и ),z( ii   сходится к ),z(   в )E,(K)Z,T(L  
 , 

то )x),t(z,t(f)x),t(z,t(f ii  . 

Доказательство. Не умаляя общности можно считать, что iz  сходится к z  почти всюду. По теореме 

1.2.15[1] для почти всех Tt  имеем  )x),t(z,t(f)x),t(z,t(flim i
i




 равномерно для Ux . По теореме 6 

[13] существуют измеримые функции UT:u i   такие, что   

dt))t(u),t(z,t(f))t(u),t(z,t(fdt))t(u),t(z,t(f))t(u),t(z,t(fsup
T

iii
T

i
U)t(u),X,T(Lu

 
 

. 

Ясно, что 0)x),t(z,t(f)x),t(z,t(flim i
i




 при  Ux  и  )t(a2))t(u),t(z,t(f))t(u),t(z,t(f iii  , по-

этому используя теорему Лебега (см.[6])  получим, что  0dt))t(u),t(z,t(f))t(u),t(z,t(flim
T

iii
i




. Тогда 

имеем 

0dt))t(u),t(z,t(f))t(u),t(z,t(fsuplim
T

i
U)t(u),X,T(Lui






, 

т.е. )x),t(z,t(f i  сходится к )x),t(z,t(f  в )E,(K  , т.е. 0)x),t(z,t(f)x),t(z,t(f i   при i . Так как 

)E,(K   нормированное пространство, то  



Annali d’Italia №45/2023 41 

 

.)x),t(z,t(f)()x),t(z,t(f)x),t(z,t(f

)x),t(z,t(f)x),t(z,t(f)x),t(z,t(f)x),t(z,t(f)x),t(z,t(f)x),t(z,t(f

iii

iiiiii




 

Отсюда следует, что )x),t(z,t(f)x),t(z,t(f ii  . Лемма доказана. 

Для простоты далее считаем, что 
mRZ   и  

nRX  . Далее будем рассматривать только задачи (3.3). 

Аналогично исследуется задача (3.2). 

Теорема 3.1. Пусть RRT: n   удовлетворяют вышесказанным условиям,  R)RR(T:f nm    

каратеодориевская функция и  

))x,t(xz(c)t(a)x,z,t(f 


,        если  1 , 1 , 

))x,t(x(cz)t(b)t(a)x,z,t(f
p




,   если  1 ,  , 

и выполнено одно из следующих условий: 

1) Пусть E  ограниченное подмножество в )T(Ln


 и  оператор A  переводит E  в относително компакт-

ное подмножество в )T(Lm
 ,  т.е. AEcl  компактное множество в )T(Lm

 .  

2) Оператор A  переводит ограниченное подмножество из E  в относително компактные множества в 

)T(Lm
  и существует функция RRT: n  , где  

T

d))t(u,t(  при 


u  такая, что 

)x,z,t(f)x,t(   при nm RRT)x,z,t(  . 

3) Существует борелевская функция ),0[),0[:h  , где 






)(h
lim ,  и )T(L)(a 1  такие, что  

)x,t()x(h  , )x,z,t(f)x,t()t(a   и если E}u{ s   сходится к )(u   в топологии ))T(L),T(L( nn
1   и 

выполняется неравенство 


d))t(u(hsup
T

s
Ns

, то последовательность }Au{ s  сходится к )(Au   в )T(Lm
 .  

4) Если последовательность }u{ s  из E  и }Au{ s  ограничено в пространствах )T(Ln


 и )T(Lm
  соответ-

ственно, то из последовательности }Au{ s  можно выбрать подпоследовательность, которая сходится в 

)T(Lm
  и  

T

d))t(u),t(z,t(f  при  
 )T(L)T(L nm )(u)(z . 

Тогда если функционал  ),z(g   непрерывен в 2Q , то задачи (3.1) и (3.3) имеют одинаковые значения. 

Задачи (3.3) имеют решения, эти решения являются предельными точками последовательностей ),Au(
juj   

в )E,(K)T(Lm  
 , где {

ju }  есть минимизирующие последовательности задачи (3.1). 

Доказательство.  Пусть выполняется 2). По условию существует точка 00 Eu   такая, что 

 
T

00 d))t(u),t(Au,t(f . Обозначим }d))t(u),t(Au,t(fd))t(u),t(Au,t(f:Eu{E
T

00
T

0   . Из усло-

вия 2) следует, что E  ограниченное множество )T(Ln


. Тогда из леммы 2.6 следует, что 2Q  компактное 

множество в )E,(K)T(Lm  
 . Так как функционал ),z(g   непрерывен в 2Q , то достигает минимума в 

некоторой точке 2Q),z(  .  

По условию }Eu:)E,(K)T(L),Au{(cl),z( m
u  

 , поэтому для каждого число 
n
1

 существует 

точка }Eu:)E,(K)T(L),Au{(),Au( m
uui i

 
   такая, что 

n
1

ui ),z(g),Au(g
i

 , т.е. последова-

тельность  }u{ i  есть минимизирующие последовательности задачи (3.1). Обратно, если }u{ i  является 

минимизирующей последовательностью задачи (3.1), то существует 

}Eu:)E,(K)T(L),Au{(cl),z( m
u  

 , что ),z(   является решением задачи (3.3).  

Пусть выполняется 1). Из условия 1) теоремы 3.1 следует, что  2Q  компактно в )E,(K)T(Lm  
 . Так 

как функционал ),z(g   непрерывен в 2Q , то достигает минимума в некоторой точке 2Q),z(  . Далее 

доказательство 1) теоремы 3.1 аналогично доказательству 2) теоремы 3.1. 

Доказательство 3) и 4) теоремы 3.2 аналогично. Теорема доказана. 

Замечание 3.3. Если в теореме 3.1 функционал  ),z(g   полунепрерывен снизу в 2Q , то ),z(g   дости-

гает минимума на множестве 2Q  в некоторой точке 2Q),z(  . 
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Замечание 3.4.  Ecли A  линейный непрерывный оператор из )T(Ln
1

 в )T(Lm
 , где 1 , то  А  

удовлетворяет условиям теоремы 3.1 (см. также [9, c.248]). 

Пусть 
RT  открытое ограниченное множество, N , dtd  , 

nRX  , 
mRZ  .  

В задаче (3.1) возьмем )T(LE n
0  , где 1 . 

Положим либо }dt))t(u),t(Au,t(fdt))t(u),t(Au,t(f:Eu{E
T

00
T

0    для некоторого  0Eu , либо 

}dt))t(u),t(Au,t(f:Eu{E
T

0   . Пусть ],0[RT: n   нормальный интегрант. Считаем, что 

E  и для каждого Nk  для которого  


}ku:Eu{Bk
 выполняется неравенство 

 
 TBu

dt))t(u,t(sup
k

. Кроме того, для E  выполняется условие замечания 3.1. 

Теорема 3.2. Пусть ],0[RT: n   нормальный интегрант, RRRT:f nm    каратеодориев-

ская функция, )x,t(x 


, где 1 , существуют ),(a),(a0   )T(L)(b 1 , 1p  , 1c   такие, что 

))x,t(xz(c)t(a)x,z,t(f)x,t()t(a0 


  при  nm RR)x,z(  , если  1 , 

))x,t(x(cz)t(b)t(a)x,z,t(f)x,t()t(a
p

0 


  при  nm RR)x,z(  , если   . 

Кроме того пусть  выполнено следующее условие:  если E}u{ s   сходится к )(u   в топологии 

))T(L),T(L( nn
 , то последовательность }Au{ s  сходится к )(Au   в )T(Lm

 . 

Тогда задачи (3.1), где )T(LE n
0  , и задачи  

                                                   infdt))t(u),t(Au,t(f
)T(Lu

T

n

  
                                             (3.4)                                        

имеет одинаковые значения. Задача (3.4) имеет решение и если  u  решение задачи (3.4), то существует 

минимизирующая последовательность { su }  задачи (3.1) сходящаяся к u  в топологии ))T(L),T(L( nn
  и 

uAAu s   в  )T(Lm
 . Если { su } есть минимизирующая последовательность задачи (3.1), то существует 

решение u  задачи (3.4) и подпоследовательность su   такая, что uus   в топологии ))T(L),T(L( nn
  и 

uAAu s   в  )T(Lm
 .                                  

Доказательство. Положив  }dt))t(u),t(Au,t(f:Eu{E
T

0   , по условию имеем, что 

                                dt))t(u),t(Au,t(finfdt))t(u),t(Au,t(finf
T

Eu
T

Eu 0




 .                                           (3.5) 

Замыкание множества }Eu:),Au{(A u0    в  )E,(K)T(Lm  
  обозначим через  1A  и рассмотрим 

задачу        

                                            inf)x),t(z,t(f 1A),z(
 


.                                                          (3.6) 

Ясно, что задача (3.6) является обобщенной задачей к задаче (3.5) и по лемме 3.2 и теореме 3.1, где 
)(h , задачи (3.5) и (3.6) имеют одинаковые значения. Кроме того, задача (3.6) имеют решения. Пусть 

),z(   является решением задачи (3.6). Покажем, что существует минимизирующее решение u  задачи (3.4) 

такое, что uAz  . Действительно, существует Eus   такая, что ),z(   является предельной для последова-

тельности )},Au{(
sus  . Ясно, что )}(u{ s   минимизирующая последовательность задачи (3.1) и 

su  сходится 

к   в топологии ))E,(K),E,(K(  



. Так как  )E,(Kx),t(e  
   при )T(L)(e n

 , то  )x),t(e(
su

)x),t(e(dt)t(u),t(e
T

s   при s . Отсюда следует, что )}t(u{ s  слабо фундаментальны в )T(Ln


. Из 

следствия 3 (см. [6, c.313]) следует, что )T(Ln


 слабо полны при 1 .  Поэтому существует функция 

)T(L)(u n
  такая, что )}(u{ s   сходится к )(u   в топологии ))T(L),T(L( nn

 . Тогда имеем, что uAz  .  

Если Eclu , то положим  }),T(Lвuu,Eu:)E,(K{)u(D
su

n.cл
ss  


 , где Ecl  

слабо замыкание множество E  в )T(Ln


. Ясно, что 

)x),t(Au,t(finfinf))x),t(z,t(finf
)u(DEcluA),z( 1




. 

Из следствий 9.1.1 и 9.1.2[9]   имеем, что 
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)u(D}Eu,uu,1,0:)E,(K{)u(D
~

ii

k

1i
i

k

1i
iiu

k

1i
i i

 







. 

Поэтому 

        dt))t(u),t(Au,t(finf)x),t(Au,t(finf)x),t(Au,t(finf
T

i

k

1i
i

Eu,1,0,uu)u(D
~

)u(D
i

k

1i
iii

k

1i
i







. 

Тогда применяя следствие 3.3.2[14] и теоремы 8.3.1[14] получим, что 
     


 )x),t(Au,t(finfinf)x),t(Au,t(finfinfdt))t(u),t(Au,t(finf))x),t(z,t(f

)u(D
~

Eucl)u(DEclu
T

Eu

 

dt))t(u),t(uA,t(fdt))t(u),t(Au,t(finfdt))t(u),t(Au,t(finfinf
TT

Eclu
T

i

k

1i
i

Eu,1,0,uu
Eclu

i

k

1i
iii

k

1i
i











, 

(см. также теоремы 8.2.1 и 8.2.2[9]). Таким образом, задачи (3.4) и (3.6) имеют одинаковые значения. За-

дача (3.4) имеют решения. 

Так как 0A  плотно в 1A , то существует последовательность )},Au{(
sus   такая, что 

s
1

)G(Ls muAAu 


  и 
s

1
su ))x),t(Au,t(f))x),t(z,t(f

s
 , т.е. 

dt))t(u),t(Au,t(flim)x),t(z,t(f
T

ss
s




 . 

Получим, что }u{ s  является минимизирующая последовательность задачи (3.1). По условию суще-

ствует Nk  такое, что k)(u
)T(Ls n 


 при Ns . Поэтому существует подпоследовательность 

}u{}u{ ss  , которая сходится к некоторому )G(Lu n
  в топологии ))T(L),T(L( nn

 .  Ясно, что }Au{ s  

сходится к uA  в )T(Lm
 . 

Пусть }u{ s  минимизирующей последовательности задачи (3.1). Согласно теореме 3.1 существует ре-

шение задачи (3.6) и пусть пара ),z(   является минимизирующим решением задачи (3.6), которая является 

предельной точкой последовательности )},Au{(
sus   в )E,(K)T(Lm  

 . Тогда uus   в топологии 

))T(L),T(L( nn
 , uAAu s   в )G(Lm

 . Из доказательства первой части теоремы следует, что )(u   явля-

ется решением задачи (3.4). Теорема доказана. 

Если существует функция  )T(L)(u n
0   такая, что }dt))t(u,t(dt))t(u,t(:)T(Lu{E

T T
0

n
  

 огра-

ниченное множество в )G(Ln


, то неравенство  
 TEu

d))t(u,t(sup  выполняется. 

Отметим, что теорема 3.2 является аналогом теоремы 9.4.1[9]. 

Замечание 3.5. Все результаты п.3 можно обобщить в том случае, когда X  и Z  рефлексивные сепе-

рабельные банаховы пространства. 

4. Обобщенные задачи для вариационных задач 

Пусть kRG  ограниченная область и принадлежит класса 1,0C (см.[15]), RRG: n   и 

RRRG:f nkn   нормальные интегранты, ))(z,),(z()(z
k1 xxx   , )x,,x(x k1  .  Положим  

)}G(L)(z:)G(L)(z{)G(W k
x

1
   и 

n1n
1, ))G(W()G(W   , где 1 .  На границе G  области 

G  можно также рассмотреть пространство функций  )G(B
1




  при 1  (см.[10, c.82]), где  

)G(Bz
1

G  


  при )G(Wz 1
 . Положим 

n
n, ))G(B()G(B

11

 





 . Если  )G(WQ n
1, , то рассмотрим за-

дачу 

                                infdx))x(z),x(z,x(fds))s(z,s()z(F
G G

Q)(z
x 




  .                            (4.1) 

Обозначим })z(F:Qz{FdomQ  .  Далее через H  обозначим либо множество FdomQ , 

либо множество })z(F)z(F:Qz{ 0   для некоторого FdomQz0   и 0 . Через H  обозначим за-

мыкание множества H  в )G(Ln
 . Пусть существуют функция RRG:)u,x( nk  ,  )G(L)x(a 1 и 0c   

такие, что ))u,x(uz(c)x(a)u,z,x(f 


, где 1 , GТ  . Положим  

}H)(z:)G(L)x(z{E nk
x     и  
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 
G

}dx))x(u,x(:Eu{)E,(S . 

Пусть   )E,(S   и для каждого  Nk  для которого  


}ku:)E,(Su{B
)G(Lk nk ,    выпол-

няется неравенство  
 GBu

dx))x(u,x(sup
k

. Ясно, что  





GBu

k dx))x(u,x(gsup)g(P
k

,  Nk  ( )Bk   

является счетным разделяющим семейством полунорм на пространстве )E,(M   (см. п.2). Предположим, 

что )E,(SE   и обозначим    

}Hz:)E,(M)G(W)G(B),z,z{(A n
1,n,zG0

1

x
 





. 

Замыкание множества 0A   в  )E,(M)G(L)G(B n0
n,  

  обозначим через  1A , где 

)G(L)G(B n0
n,      при n1  , )G(C)G(B n0

n,   при n . Рассмотрим задачу 

                                inf)u),x(z,x(fds))s(,s(),z,(g
G

A)),x(z),(( 1





  .                             (4.2) 

Задачу (4.2) назовем обобщенной задачей к задачи (4.1). 

Отметим, что еcли  0 , то }Hz:)E,(M)G(W),z{(A n
1,z0 x

 
  и 1A  является замыканием 

множества 0A   в  )E,(M)G(Ln  
 . Кроме того,  ),z(g),z,(g  . 

Положим }0u:)G(Wu{)G(W G
n

1,
n

1,  
 ,  где )G(Bu

1

n,G  


  при )G(Wu n
1, . 

Из теоремы 5.19[16, c.102] следует, что если n1  , то оператор ))G(L),G(W(L n
q

n
1,0    компак-

тен при 





n

)1n(
q1 . Поэтому можно взять и q . Если n , то из теоремы 5.17 [16, c.102] следует, 

что оператор  ))G(C),G(W(L nn
1,0    компактен. 

Теорема 4.1. Пусть выполняются вышесказанные условия, 1  и выполнено одно из следую-

щих условий: 

1) Пусть существуют функции  RRG: n
1  , RRG: nk

2  , где  
G

1 dx))x(z,x(  при  

 
 )G(Lnz  и  

G
2 dx))x(u,x(  при 

 )G(L nku  такие  )u,z,x(f)u,x()z,x( 11  .  

2) Пусть 0 , Q  ограниченное множество  или  )G(WQQ n
1,1   , где  1Q  ограниченное множество 

в )G(Wn
1,   и существует функция RRG: nk

0  , где  
G

0 dx))x(u,x(  при 
 )G(Lnku  такая, 

что )u,z,x(f)u,x(0  . 

Тогда если функционал  ),z,(g   ( ),z(g  ) непрерывен в 1A , то задачи (4.1) и (4.2) имеют одинаковые 

значения. Задачи (4.2) имеют решения, эти решения являются предельными точками в 

)E,(M)G(L)G(B n0
n,  

   последовательностей ),z,z(
szsGs  , где { sz }  является минимизирующей 

последовательностью задачи (4.1). 

Доказательство. Пусть выполняется 1).  Через H  обозначим множество })z(F)z(F:Qz{ 0   для 

некоторого  FdomQz0   и 0 . По условию имеем, что H  ограниченное множество в пространстве 

)G(Wn
1, . Размерностью нормы в пространствах )G(Wn

1,  называется число 1n 


. Если q , то 

q
nn 1


. Так как q , то из [10, c.83]   следует, что пространство )G(Wn

1,  компактно вложено в про-

странство )G(Ln
 (см. также теорему 1.4.6 [15, c.66] Реллиха).  Тогда применяя теорему о следах [10, c.82] 

теорему 5.19[16, c.102], теорему 1.4.6 [15, c.66] и лемму 2.3 по условиям теоремы имеем, что 1A  компактно 

в )E,(M)G(L)G(B n0
n,  

 . Так как функционал ),z,(g   непрерывен в 1A , то достигает минимума в 

некоторой точке 1A),z,(  .  

По услвию }Hz:)E,(M)G(L)G(B),z,z{(cl),z,( n0
n,zG x

 
 , поэтому для  

n
1  

cуществует функция }Hz:)E,(M)G(L)G(B),z,z{(),z,z( n0
n,zGziGi xxi

 
 ) такая, что 

n
1

ziGi ),z,(g),z,z((g
xi

 , т.е. последовательность  }z{ i  есть минимизирующие последовательности 
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задачи (4.1). Обратно, если }z{ i  является минимизирующей последовательностью задачи (4.1), то суще-

ствует 

}Hz:)E,(M)G(L)G(B),z,z{(cl),z,( n0
n,zG x

 
  

такая, что ),z,(),z,z(
xiziGi   и ),z,(   является решением задачи (4.2).  

Пусть выполняется 2). Считаем, что )G(WQ n
1,  ограниченное множество. Тогда из теоремы Рел-

лиха следует, что Q  компактное множество в )G(Ln
 . Поэтому,  если 0  и )G(WQ n

1,  ограниченное 

множество в )G(Wn
1, , функционал  ),z(g   непрерывен в 1A , то существует решение задачи (4.2), где 1A  

есть замыкание множества }Qz:)E,(M)G(W),z{(A n
1,z0 x

 
  в )E,(M)G(Ln  

 . Далее доказа-

тельство аналогичено 1).  

Теорема доказана. 

Замечание 4.1. Если в теореме 4.1 функционал  ),z,(g   ( ),z(g  ) полунепрерывен снизу в 1A , то 

),z,(g   ( ),z(g  ) достигает минимума на 1A в некоторой точке 1A),z,(   ( 1A),z(  ). 

Замечание 4.2. Пусть для целого s  пространство )G(Ws
 )1(   состоит из всех функций u(x) c 

суммируемой  -й степенью вместе со своими производными до порядка s .  Отметим, что аналогичное 

утверждение можно обобщить на пространство 
nsn

s, ))G(W()G(W   . 
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